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题目大意

∙ 𝑛个水杯，装有不同高度的水ℎ𝑖，每次可以指定任意多水杯

用连通器连通一下，问𝑘次操作之后1号水杯的最高水量。

∙ 由于一些原因，你需要输出𝑝位小数，我们为你提供了一个

高精度小数库。是不是很良心啊！

∙ 𝑛 ≤ 8000, 𝑝 ≤ 3000, 𝑘 ≤ 109, ℎ𝑖 ≤ 105. 输入均为正整数。
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统计数据
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统计数据
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统计数据

∙ 100分：辜俊儒、洪华敦。

∙ 91分：毛啸等2人。

∙ 86分：吴作凡等1辆火车。

∙ 85分：共15人。

∙ 82分：共5人。

∙ 平均分：45.84641

∙ 中位数：51
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吐槽

∙ 本来是Day1的第一题！是不是很良心啊！

∙ 如果OI比赛要你写证明的话这题可以出到CTSC啊！

是不是很良心啊！

∙ 为了送分不择手段！是不是很良心啊！

∙ 为了防AC不择手段！是不是很良心啊！
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选手讨论与吐槽
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吐槽+1

∙ 为了讲题的流畅性，我们在讨论时仅给出定理，定理的证

明我们挪到最后一起给出。

∙ (kan)尽(shi)量(jian)把所有定理都证完！

∙ 欢迎选手和我同台竞技，一会帮我证定理！
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5分做法

∙ 首先，𝑛 = 2怎么做呢？

∙ 我会手算！
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15分做法

∙ 那么，𝑛 ≤ 4怎么做呢？

∙ 我会手算！

∙ 好吧我手算不出来，那我写个搜索吧！

∙ 直接枚举每一轮选哪几个城市，然后算个答案。

∙ 不会用库，那就用个double嘛。

∙ 复杂度：𝑂(2𝑛𝑘)。其实可以通过25分。

∙ 是不是很良心！
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25分做法

∙ 考虑𝑘 = 1的点，此时的连接一定包含了1号城市。

∙ 一个直接的idea是，选水量大的总是比水量小的要优。

∙ 排序后枚举选最大的𝑖个，算一下答案即可。
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定理1

∙ 所有水量小于等于1号城市水量的城市都不对答案产生影

响。
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定理2&定理3

∙ 以下叙述略去条件：“在最优方案中”。

∙ 定理2：除1号城市之外，每一个城市至多被连通一次。

∙ 定理3：每一次连通都一定和1号城市连通。
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35分做法

∙ 证(cai)出定理2之后，我们可以轻易地提出一个状压DP的

方法。

∙ 直接以𝑛位二进制数表示每个城市是否使用过，写出状

压DP的方程就好了。

∙ 注意到实际上是将两个子状态并出一个状态，可以在复杂

度分析上用一些小技巧。

∙ 复杂度：𝑂(𝑘3𝑛)。
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定理4

∙ 当𝑘 → ∞时，最优方案为排序后由小到大将比1号城市大

的城市与1号城市依次相接。

∙ 我们由此可以看出，𝑘 > 𝑛时，只需将𝑘设置为𝑛即可。以下

令𝐾 = min{𝑘, 𝑛}。
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45分做法

∙ 定理4也比较好猜出来，在猜出定理4之后，可以直接计算

答案。

∙ 写一个取最大𝐾个的贪心。等等，为什么我的得分比45高

这么多？

∙ 注意到当答案的精度有5位小数时，我们可以拿40%的分

数。

∙ 考虑计算答案的式子：𝑎𝑖 = (𝑎𝑖−1 + 𝐻𝑖) × 1
2 .

∙ 这和秦九韶算法中的多项式非常像，那么在多项式高次部

分出现的项对答案的贡献被1
2的幂压得非常小了。

∙ 对答案产生了显著贡献的部分为最大的几个水杯。

∙ 所以有很多额外的分！之后的题目分析中不再加上这一部

分分数。
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定理5、6、7

∙ 之后所有定理的叙述都不包含1号城市，且已经将城市按

水量排序。

∙ 定理5：每次操作选择的城市的最小水量一定大于前一次

操作所选择的城市的最大水量。

∙ 定理6：每次操作选择的城市均是选择排序后连续的一段

城市（选择一个区间）。

∙ 定理7：任意两次相邻操作选择的区间之间不存在城市（排

列紧密）。
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60分做法

∙ 有了定理6、7之后，我们终于可以清楚地看到一个非常传

统的DP模型了！

∙ 可以轻易地写出DP方程。令𝑓𝑖,𝑗表示到第𝑖个城市，用了𝑗次

连通器后1号城市的最高水位。

𝑓𝑖,𝑗 = max
𝑘<𝑖

{︂
𝑓𝑘,𝑗−1 + 𝑆𝑖 − 𝑆𝑘

𝑖− 𝑘 + 1

}︂
.

∙ 其中𝑆𝑖表示排序之后城市水量的前缀和。

∙ 转移方程即枚举两次操作的分界点。

∙ 复杂度：𝑂(𝑛2𝐾𝑝).
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70分做法

∙ 稍有常识的人都知道，这是一个明显的斜率方程！整理之

后写出：

𝑓𝑖,𝑗 = max
𝑘<𝑖

{︂
𝑆𝑖 − (𝑆𝑘 − 𝑓𝑘,𝑗−1)

𝑖− (𝑘 − 1)

}︂
.

∙ 凸包的横坐标为𝑘 − 1，纵坐标为𝑆𝑘 − 𝑓𝑘,𝑗−1。

∙ 我们只需要求经过点(𝑖, 𝑆𝑖)的凸包的切点即可。

∙ 维护上一层的凸包的同时，用三分求一个极值点即可。

∙ 复杂度：𝑂(𝑛𝐾𝑝 log 𝑛).
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70分做法
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定理8

∙ 当对于𝑓𝑖,𝑗，决策在𝑘点比决策在𝑙 < 𝑘点优时，对于𝑓𝑖+1,𝑗，

决策在𝑘点也比决策在𝑙优。
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85分做法

∙ 稍有常识的人都知道，这时候我们可以打表找规律。

∙ 通过证(zhao)定(gui)理(lv)，我们可以发现在同一层内DP的

决策是单调的。

∙ 利用决策单调性在凸包上进行一个单调性优化，就可以将

每一次决策的复杂度降到均摊𝑂(1)。

∙ 复杂度：𝑂(𝑛𝐾𝑝).

∙ 什么？复杂度还可以优化？

∙ 什么？题面里还有一个条件我们没用上？

∙ 什么？为什么所有水量高度互不相同？
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定理9&定理10

∙ 定理9：每一次操作的区间长度一定不比上一次操作的区

间长度长。

∙ 定理10：在所有水量高度互不相同的情况下，长度大于1的

区间仅有𝑂(log 𝑛ℎ
Δ )个，其中∆ = min𝑖{ℎ𝑖 − ℎ𝑖−1}.
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95分做法

∙ 如果你试图将方案打出来，你会发现，很快所有的决策都

会收敛至长度为1。

∙ 于是我们继续通过打(zheng)表(ming)找(ding)规(li)律，可

以将复杂度降下来。

∙ 由于在此题中水量都是互不相等的正整数，∆ ≥ 1.

∙ 那么我们只需要对前𝑂(log 𝑛ℎ)层（进行精确的计算后可以

得知为14层）进行DP，之后用DP的结果将答案算出来即

可。

∙ 复杂度：𝑂(𝑛𝑝 log 𝑛ℎ).

∙ 什么？复杂度还可以更低？
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100分做法

∙ 注意到上述算法的巨量时间消耗均在高精度小数的计算

上。

∙ 然而由于DP只进行了𝑂(log 𝑛ℎ)层，根据DP式可以看出来

每一位上的结果至多曾经进行了𝑂(log 𝑛ℎ)次与低精度数进

行的运算。

∙ 假如我们不再使用定点高精度小数，而是使用分数类，可

以发现所得到的分子分母是𝑂(𝑛log𝑛ℎ)级别的。

∙ 那么使用分数类进行计算时，复杂度就将每次运算降到

了𝑂(log2 𝑛ℎ).（理论上可以用FFT优化

到𝑂(log 𝑛ℎ log log 𝑛ℎ)，但由于长度非常小，意义不大。）

∙ 这样的复杂度就最终降到了：𝑂(𝑛(log3 𝑛ℎ + 𝑝)).
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来自场外的想法

∙ 机智的xyz大爷注意到了一个更厉害的性质。（不过我没有

证明）

∙ 实际上，每个状态的决策点的改变对答案影响很大，而前

几层决策对这一层的决策影响较小。（即上两层的较远决

策的影响不如上一层的较近决策影响大）

∙ 我们可以利用高度互不相同来界出影响，则实际上大概只

需要保留几十位小数，就能得到正确的转移。

∙ 之后再根据转移算出答案即可。
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Q&A&Q

你也可以趁机吐槽。

接下来我们来证(cai)定(jie)理(lun)吧！
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定理1

所有水量小于等于1号城市水量的城市都不对答案产生影

响。

∙ 首先，如果凭空变大一个城市的水量，答案一定不更差。

∙ 若某次操作包含这些城市，将这些城市替换成1号城市。

∙ 若1号城市在某次操作中出现多次，则只保留一次。

∙ 在这样的情况下，答案不会更差。
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定理2&定理3

定理2：除1号城市之外，每一个城市至多被连通一次。

定理3：每一次连通都一定和1号城市连通。

∙ 这两个定理是等价的。

∙ 定理2 ⇒ 定理3：一次连接如果未和1号城市连接，则之后

这些城市就没有意义了。可以删去这次操作。

∙ 定理3 ⇒ 定理2：一个城市若和1号城市连通一次，此时其

水量等于1号城市，不会出现第二次。
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定理2&定理3

∙ 我们采用归纳法来同时证明这两个定理。当只有一次操作

时显然。

∙ 不妨假设对于最后𝑚个操作，他们均成立，接下来只要考

虑倒数第𝑚 + 1个操作。

∙ 若该操作包含了1号城市，则由等价性可直接得出结论。
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定理2&定理3

∙ 若该操作不包含1号城市，注意到在这次操作之后，与本次

操作相关联的水杯都变为了同一高度，即我们可以任意交

换他们在之后的编号。

∙ 假设存在一些城市在之后也用到了。由于后𝑚个操作都满

足这两个定理，我们可以发现：通过交换编号，可以使得

这些城市的水量自出现顺序从后向前而由大到小变化。且

此时删去第𝑚 + 1次操作所得答案更优。

∙ 证毕。
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定理4

当𝑘 → ∞时，最优方案为排序后由小到大将比1号城市大

的城市与1号城市依次相接。

∙ 注意到有无穷多次操作时，任意一个操作都可以拆成无数

次某城市与1号城市的连接。此时只需要考虑所有选择1号

城市和某城市的操作即可。

∙ 显然一个城市连接完之后就废了，且任意两个城市一定是

水量小的先连接。那么只要按顺序连接一下就好了。
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定理5、6、7

每次操作选择的城市的最小水量一定大于前一次操作所

选择的城市的最大水量。每次操作选择的城市均是选择排序后

连续的一段城市（选择一个区间）。任意两次相邻操作选择的

区间之间不存在城市（排列紧密）。

∙ 定理5证明：否则，交换两个逆序城市以进行调整，显然可

以变得更优。

∙ 定理6证明：否则，将最小水量的城市删去并选择一个断点

处的城市，显然可以更优。

∙ 定理7证明：否则，将靠左侧的区间右移一位，显然更优。
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定理8

当对于𝑓𝑖,𝑗，决策在𝑘点比决策在𝑙 < 𝑘点优时，对于𝑓𝑖+1,𝑗，

决策在𝑘点也比决策在𝑙优。

∙ 注意到DP方程式为：

𝑓𝑖,𝑗 = max
𝑘<𝑖

{︂
𝑓𝑘,𝑗−1 + 𝑆𝑖 − 𝑆𝑘

𝑖− 𝑘 + 1

}︂
.

∙ 即此时有不等式：

(𝑖− 𝑙 + 1)(𝑆𝑖 − 𝑆𝑘 + 𝑓𝑘,𝑗−1) ≥ (𝑖− 𝑘 + 1)(𝑆𝑖 − 𝑆𝑙 + 𝑓𝑙,𝑗−1)

∙ 整理得：

(𝑘− 𝑙)(𝑆𝑖−𝑆𝑘 +𝑓𝑘,𝑗−1) ≥ (𝑖−𝑘+ 1)(𝑆𝑘−𝑆𝑙− (𝑓𝑘,𝑗−1−𝑓𝑙,𝑗−1))
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定理8

当对于𝑓𝑖,𝑗，决策在𝑘点比决策在𝑙 < 𝑘点优时，对于𝑓𝑖+1,𝑗，

决策在𝑘点也比决策在𝑙优。

∙ 由定义，𝑓𝑘,𝑗−1 ≥ 𝑓𝑙,𝑗−1。且由于已经排

序，ℎ𝑖+1 ≥ ℎ𝑖 ≥ ℎ𝑖−1 ≥ · · · ≥ ℎ𝑘。不等式两边加

上(𝑘 − 𝑙)ℎ𝑖+1，得：

(𝑘 − 𝑙)(𝑆𝑖+1 − 𝑆𝑘 + 𝑓𝑘,𝑗−1) ≥ (𝑖− 𝑘 + 1)ℎ𝑘 + (𝑘 − 𝑙)ℎ𝑖+1

− (𝑖− 𝑘 + 1)(𝑓𝑘,𝑗−1 − 𝑓𝑘−1,𝑗−1)

≥(𝑖− 𝑙 + 1)(ℎ𝑘 − (𝑓𝑘,𝑗−1 − 𝑓𝑘−1,𝑗−1)).

∙ 证毕。
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定理9

每一次操作的区间长度一定不比上一次操作的区间长度

长。

∙ 当存在相邻两个操作的区间长度上升时，将后一个区间的

第一个城市放入前一个区间当中，答案会更优。
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定理10

在所有水量高度互不相同的情况下，长度大于1的区间仅

有𝑂(log 𝑛ℎ
Δ )个，其中∆ = min𝑖{ℎ𝑖 − ℎ𝑖−1}.

∙ 考虑长度大于1的所有区间，假设为𝑙段。我们比较此时的

方案与去掉第一个区间、将最后一个区间的最后一个城市

单独拿出来的方案。

∙ 列出不等式，利用所有高度互不相等，可知最后一个城市

之前的任意一段的平均值都小于最后一个城市。
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定理10

在所有水量高度互不相同的情况下，长度大于1的区间仅

有𝑂(log 𝑛ℎ
Δ )个，其中∆ = min𝑖{ℎ𝑖 − ℎ𝑖−1}.

∙ 将不等式整理之后可以得到：

Σ1∏︀𝑙
𝑖=1(𝐿𝑖 + 1)

≤ 𝐿𝑙 − 1

𝐿𝑙
∆.

∙ 由于𝐿 ≥ 2，我们可以利用上述不等式将𝑙给界住，即：

𝑙 ≤ log3
2
∑︀

𝑖 ℎ𝑖
∆

≤ 14.

∙ 即仅有𝑂(log 𝑛ℎ
Δ )个长度大于1的区间。
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Q&A&Q
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